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Para poder conocer el significado del término funcién exponencial que ahora nos ocupa, se hace necesario antes descubrir el origen etimoldgico de las dos palabras que le dan forma: -Funcién, en primer lugar, deriva del latin, exactamente de “functio”, que puede traducirse como “ejercicio” o “funcién”. Asimismo, esa procede del verbo “fungi”, que es
sinénimo de “cumplir” o “desempefiar una labor”. -Exponencial, en segundo lugar, también deriva del latin. Significa “crecimiento que se incrementa de forma cada vez mas rapida” y es fruto de la suma de varios componentes léxicos de dicha lengua: el prefijo “ex-", que es sinénimo de “hacia fuera”; el verbo “ponere”, que puede traducirse como
“poner”; la particula “-nt-”, que se usa para indicar agente, y el sufijo “-al”, que significa “relativo a”. La funcion exponencial es un tipo de funciéon matematica. Un tipo de funcion matematica En el &mbito de las matematicas, una funcién es un vinculo entre dos conjuntos mediante el cual a cada elemento del primer conjunto le es asignado un tinico
elemento del segundo conjunto o ninguno. Exponencial, por otra parte, es un adjetivo que califica al tipo de crecimiento cuyo ritmo se incrementa cada vez més rapido. De acuerdo a sus caracteristicas, existen diversos tipos de funciones matematicas. Una funcién exponencial es una funciéon que se representa con la ecuacion f(x) = a*, en la cual la
variable independiente (x) es un exponente. Caracteristicas de la funcién exponencial Una funcién exponencial, por lo tanto, permite aludir a fendmenos que crecen cada vez con mayor rapidez. Tomemos el caso del desarrollo de una poblacién bacteriana: una cierta especie de bacteria que, cada hora, triplica su cantidad de integrantes. Esto quiere
decir que, cada x horas, habra 3 bacterias. Una funcién exponencial se refleja en la ecuacién f(x) = a* La funcién exponencial indica que, partiendo de una bacteria: Después de una hora: f(1) = 3' = 3 (habra tres bacterias) Después de dos horas: f(2) = 32 = 9 (habra nueve bacterias) Después de tres horas: f(3) = 33 = 27 (habra veintisiete bacterias)
Etc. Retomando la ecuacion f(x) = a*, hay que tener en cuenta que a es la base, mientras que x es el exponente. En el caso del ejemplo de las bacterias que se triplican cada hora, la base es 3, mientras que el exponente es la variable independiente que va cambiando con el paso del tiempo. En las funciones exponenciales, el conjunto de los nimeros
reales constituye su dominio de definicién. La propia funcién, por otra parte, es su derivada. Otras propiedades Ademas de todo lo expuesto, no podemos pasar por alto otra serie de datos relevantes sobre la funcién exponencial tales como los siguientes: -Es de clase continua. -Se determina que es creciente si a > 1 y que es decreciente si a < 1. -Las
funciones exponenciales pueden utilizarse en una gran variedad de sectores para llevar a cabo un sinfin de cdlculos. No obstante, se emplean de forma contundente a la hora de trabajar con crecimientos de la poblaciéon en una zona concreta, en materia de interés compuesto en cuanto a lo que es la cuestiéon econdémica y también para trabajar con el
llamado decaimiento radioactivo. El crecimiento de contagios en una pandemia como la COVID-19 6 la evolucién de una poblacién de insectos en un determinado lugar son fendmenos que pueden describirse mediante una funcion exponencial. A lo largo de los siguientes epigrafes vamos a ir desgranando las propiedades de este tipo de funciones:
Queremos que tu conocimiento también aumente de manera exponencial. ¢Estéds preparado? Definicién Una funcion exponencial es aquella funcion trascendente que, en su expresién mas sencilla, es de la forma: fx=ax Donde: a: Es la base de la funcién exponencial. Debe ser un nimero real mayor que 0 y distinto de 1. El valor de la base determina si
la funcién es creciente o decreciente:Si a>1 la funcién es crecienteSi a Las funciones en a), d) y e) son funciones exponenciales sencillas, en la forma expresada en la definicion. El resto presentan algunas variaciones, pero siguen siendo funciones exponenciales. Veamos el porqué... La funcion en b) presenta un coeficiente que multiplica a la base.
Cuando multiplicas un nimero por una funcién exponencial de la forma ax, estas quedan escaladas en el eje y y por tanto crecen (o decrecen) mas rapidamente La funcidn en f) presenta una resta en el exponente. Siempre que se suma o resta un numero real a la variable independiente puedes entender que se produce un desplazamiento horizontal de
la funcién exponencial original ax. Otra forma de verlo es a partir de las propiedades de las potenciasfx=0.7x-7=ab+c=ab-ac0.7x:0.7-7=a-b=1ab10.77-0.7x La funcioén en c) combina ambas transformaciones La base es, en todos los casos, un real positivo distinto de 1. Ten presente que, en el caso c) el signo menos es del coeficiente que multiplica a la
funcién. Puedes pensar en él como una reflexion vertical de la funcién original La funcion en h) presenta un signo - acomparfiando a la variable independiente. Puedes pensar en él como una reflexién horizontal de la funcién original, o bien:fx=3-x=13x=13x Finalmente, la funcién en g) presenta un coeficiente multiplicando a la variable independiente.
Puedes pensar en €l como una escalado horizontal de la funcién, o bien aplicar las propiedades de las potencias:fx=e2x=e2xabc=abc A lo largo del resto de epigrafes nos centraremos principalemente en la funcién exponencial méas sencilla f(x)=ax. A partir de ella podras estudiar las infinitas variaciones que se pueden dar. Funciones exponenciales
Las graficas en rojo corresponden a dos exponenciales de base mayor que 1. Observa como un pequeiio cambio en la base provoca un cambio en el crecimiento muy pronunciado (la funcién f(x)=ex, por ejemplo, crece mucho mas rapidamente que f(x)=2x). Por otro lado, las funciones en verde corresponden a dos exponenciales de base menor que 1.
Observa también que cada funcién en rojo es la simétrica de la correspondiente verde. Esto es asi porque g(x)=f(-x): g(x)=(1/2)x=2-x=f(-x) g(x)=(1/e)x=e-x=f(-x) Finalmente, dado que cualquier nimero distinto de 0 elevado a 0 es 1, las cuatro funciones pasan por (0,1) Como vimos, también podemos encontrar funciones exponenciales un poco mas
complejas. Funciones exponenciales mas complejas La grafica en 1 se puede obtener a partir de la de 2x, desplazédndola una unidad a la izquierda. Observa que 2x+1=2-2x. En este caso, las funciones de tipo b-ax pasan por el punto (0,k). Por otro lado, la funcién en 2 la hemos obtenido desplazando una unidad hacia arriba la funcién original. Como
ves, en todos estos casos, las exponenciales son inyectivas, pues no existen dos valores de y iguales para la misma x. Dominio En matematicas siempre podemos elevar un numero real distinto de cero a cualquier otro real. De ahi que el dominio de la funcién exponencial tipo f(x)=ax es el conjunto de los reales: Domf=R. En el caso de funciones mas
complejas de tipo f(x)=ag(x) el dominio de la exponencial coincidird con el dominio de g(x). Ejemplo El dominio de la funcién f(x)=el/x es Domf=R-0. Si deseas ampliar informacién sobre cémo calcular el dominio de una funcién cualquiera, consulta el apartado vinculado. Imagen o recorrido Veamos el recorrido de algunas funciones exponenciales
tipo. Tipo Expresion Recorrido Sencilla fx=ax Recf=(0,«) Desplazada verticalmente fx=ax+k Recf=(k,») Invertida fx=-ax Recf=-«, 0 Continuidad y derivabilidad Las funciones exponenciales de tipo f(x)=ax son continuas y derivables en todo el conjunto de los numeros reales. Esto se cumple para la mayoria de funciones exponenciales sencillas: Sin
embargo, nos podemos encontrar exponenciales mas complejas, fruto de la composicién de funciones, cuyo estudio requiere mas elaboracién. Asi, por ejemplo, la funcién fx=ex3 tiene su variable independiente afectada de una raiz. En este caso la funcién es continua en el conjunto de los reales, pero no es derivable en x=0. Nota: Visita, si lo
necesitas, el apartado sobre funciones con raices para aclarar por qué sucede esto. Monotonia y extremos Crecimiento y decrecimiento en exponenciales Como ves, si la base es mayor que 1, caso de la imagen izquierda, a medida que tomamos valores mayores de la abscisa x los valores de la ordenada y se van haciendo méas grandes también. Por eso
es creciente. En caso de que la base esté en el intervalo (0,1) (imagen derecha) a medida que tomamos valores mayores de la abscisa x los valores de en el eje y se van haciendo mas pequefios. Por eso es decreciente. Para funciones exponenciales mas complejas te recomendamos que sigas los pasos habituales para el estudio de la monotonia.
Curvatura y puntos de inflexion Para funciones exponenciales mdas complejas te recomendamos que sigas los pasos habituales para el estudio de la cuirvatura. Particularidad de ex Observa que en la funcién exponencial f(x)=ex coinciden la derivada primera, la segunda, y todas las sucesivas, tal y como estudiamos en las reglas de derivacion. {Qué
implicacion tiene esto? Efectivamente, tomados dos valores cualesquiera de x, la separacion entre ellos coincide con la variaciéon de su tasa de variacion instantanea (crecimiento) y con la variacién de la curvatura. Cortes con los ejes Corte con eje x El procedimiento habitual consiste en hacer f(x)=0 y despejar la variable independiente x. En el caso
de las funciones tipo ax,ax=0 no tiene solucién. {Sabrias decir por qué? Efectivamente, las funciones del tipo ax no presentan ningun corte con el eje x, y por tanto ningin cambio de signo, ya que cualquier nimero positivo elevado a otro serd siempre positivo. No obstante, si la funcién se encuentra desplazada en el eje vertical, si que puede darse un
corte con el eje x. Corte con eje x El corte con el eje x puede producirse en las funciones exponenciales cuando se encuentran desplazadas. Para determinar el punto exacto resolvemos: ex-2=0=ex=2 Aplicando logaritmos a ambos lados, y sus propiedades nos queda: Inex=In2=Inab=blnaxlne=In2=x=In2 Por tanto el punto de corte es (Ln(2),0) Corte
con eje y En este caso el procedimiento general consiste en hacer x=0 y resolver. Asi, en funciones de tipo f(x)=ax el punto de corte esta en (0,1). data-media=mobile> No obstante, si hay un desplazamiento horizontal, el corte puede darse en cualquier otro punto del eje y. Corte con eje y El corte con el eje y se produce, en general en el punto (0,1),
porque cualquier nimero elevado a 0 es 1. No obstante, si la funcidon es mas compleja, como la de la figura, se puede producir en otro lugar. Para determinar el punto exacto resolvemos: y=e0-2=y=e-2=1e2=0.13 Por tanto el punto de corte es (0, 0.13). Asintotas y ramas Las funciones exponenciales sencillas tienen 2 tipos de ramas infinitas: 1 rama
parabdlica y una asintota horizontal. Por tanto, en general basta calcular limx—ofx y limx—-«fx para saber dénde esta cada una. Ramas infinitas en exponenciales En la imagen superior puedes encontrar las 4 variantes de asintotas horizontales y ramas parabdlcas en exponenciales del tipo ax. Asi, tenemos:Asintota horizontal positiva en 1 y 3Asintota
horizontal negativa en 2 y 4Rama parabdlica positiva en 1 y 2Rama parabdlica negativa en 3 y 4 Si deseas estudiar el calculo de ramas infinitas en exponenciales mas complejas, visita los apartados enlazados. Simetria Las funciones exponenciales sencillas no presentan simetria par ni impar. Lo que si podemos es encontrar simetria entre las funciones
f(x)=ax y f(x)=(1/a)x, como se ponia de manifiesto en las imagenes del comienzo de este apartado. También podemos encontrar, tal y como dijimos, una simetria entre la funcién exponencial f(x)=ax y la funcién logaritmica f(x)=loga(x) respecto a la recta y=x. Representacién La representacion de una funcién exponencial sencilla es bastante
inmediata. Seguiremos los siguientes pasos: Calculamos limx—-«fx y limx—«fx para determinar la posicién de la rama parabdlica y de la asintota horizontal Calculamos el punto de corte con el eje y y, si procede, también con el eje x Si deseamos una representacion un poco mas precisa hacemos una tabla de valores con aquellas x que se encuentren
en el entorno en el que queremos precisién Finalmente unimos los puntos obtenidos teniendo en cuenta la forma de una exponencial tipo Si la funcién a representar es compleja, como por ejemplo fx=e1x2, te recomendamos que sigas los pasos genéricos para representaciéon grafica de funciones. Aplicaciones Algunos fenémenos que son descritos
mediante exponenciales: Crecimiento de poblaciones. El nimero de individuos N(t) en una poblacién a lo largo del tiempo t viene determinado por la expresion N(t)=N0-ek-t siendo NO el nimero de individuos inicial y k una constante denominada tasa de crecimiento (las moscas, por ejemplo, se reproducen mas rapido que los humanos, y por ello
tendran un k mayor). En economia, la expresion del capital disponible C después de cierto tiempo t de haber depositado un capital inicial CO a un interés continuo i viene dada por C=COei-t La ley de enfriamiento de Newton, que establece la evolucion de la temperatura T de un cuerpo que se encuentra a una determinada temperatura inicial Tc,
cuando se sitia en un entorno a temperatura Tamb, esto es, T=Tamb+(Tc-Tamb)-e-k-t. Ley de enfriamiento de Newton En este caso, como puede observarse, la exponencial es decreciente. La desintegracion de un elemento radiactivo. Asi, el nimero de atomos radiactivos N(t) que quedan a lo largo del tiempo t en una muestra que contaba
inicialmente con NO dtomos radiactivos viene dada por N(t)=N0-e-V-t, siendo 1/V una constante denominada constante de semidesintegracién Algunos fenémenos estadisticos. Asi, es habitual encontrar la funciéon de probabilidad fx=e-kx2 Funcién de probabilidad exponencial En este caso, como puede observarse, la exponencial es mas compleja, al
encontrarse elevada a un polinomio de grado 2. De hecho, se trata de una funcién que presenta simetria par, al contrario de lo que ocurre cuando se encuentran elevados a un polinomio de grado 1.
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